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1
Groupes finis

Dans ce chapitre, quelques éléments de la théorie des groupes
finis sera présenté. Il est impossible de présenter une classification
succincte. Il a en effet fallu le travail d"une centaine de mathémati-
ciens professionnels pour arriver a une telle classification seulement
récemment (dans les années 1980). Nous nous contenterons donc une
présentation d’éléments de théorie relevante pour tous les groupes, et
de cas particuliers intéressants pour les applications en physique.

1.1 Notions élémentaires

Groupe Un groupe est un ensemble d’éléments muni d'une opé-
ration associative x : G Xx G — G avec un neutre et un inverse
pour chaque élément. Plus précisément, (1) de € G tel que Vg € G,
gxe=exg=g;2)VgeG gl eGtelquegxg l=e=glxg;
(3) Vg1, £2€G, 1% €G.

Groupe abélien Un groupe G est abélien si pour tout g1,g2 € G,
§1*%82 = &2 % &1-

Groupe fini Un groupe fini est un groupe avec un nombre fini
d’éléments. L'ordre d'un groupe fini G est le nombre d’élements du
groupe. Il est dénoté |G|.

Remarques

— Le neutre est unique. En effet, si il existait deux neutres e; et e,
on aurait e; x ¢ = ¢ = ey x ¢ donc en multipliant par g~! a droite,
e1 = ey.

— L’inverse est unique. En effet, soit deux inverses i et i de g :
gxi] = e = g xip. En multipliant par i; a gauche on trouve i; = i.

Nous omettrons 1'opérateur x par la
suite pour simplifier la notation.
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Exemples

— L’espace R muni de l’addition, (R, +) est un groupe infini-
dimensionel. De méme pour (Z, +).

— L’espace R muni de la multiplication n’est pas un groupe car 0
n’a pas d’inverse, mais (R* =R\ {0}, -) est un groupe.

2,...,a" "1} muni de la multiplication

— L'ensemble Z,, = {e,a,a
telle que a" = e est un groupe fini appelé le groupe cyclique Z,. 11

est abélien.

— 5, est le groupe symétrique de degré n. C’est le groupe fini de
permutations de 7 objets. Il a n! éléments.

— D, (n > 3) est le groupe diédral. Il s’agit du groupe fini de
symétries d'un n-gone régulier. Il a 2n éléments : I'identité, les n
réflections sur les axes de symétrie et n — 1 rotations autour du
centre de k x 360°/n degrés, k=1,...n —1.

Soit r une rotation de 360°/n degrés. On a r* = 1. Soit s une des
réflections. On a s> = 1. Toute réflection peut étre obtenue par
rotations successives de s, 7*s, 0 < k < n — 1. On note la propriété

1

non-triviale : rsr = s ousrs~! = r~1. Le groupe diédral admet

donc la présentation
D, = {r,s|r' =e, s2=¢ srs 1= ril}. (1.1)
Homomorphisme Soient G, G, deux groupes. Un homomorphisme

¢ de Gy a G; est une application sur les ensembles ¢ : G; — Gy qui
respecte les multiplications,

Vg, he€ G ¢(g)*x2p(h) = p(g*1h). (1.2)

Exemples
— Le déterminant det : GL(n,C) — C* défini par M,x, —
det(M,,x,) satisfait a
VM, M, € GL(n,C) det(M;M,) = det(M;)det(Mz). (1.3)

C’est donc un homomorphisme entre GL(n,C) et (C*, -).

Isomorphisme Deux groupes sont isomorphes (ou dans la litérature
mathématique : automorphes) quand il existe un homomorphisme
entre ces groupes qui est bijectif. On notera deux groupes G, G
isomorphes par G; ~ Gs.

Ordre d'un élément L'ordre d'un élément a d’un groupe fini G est le
plus petit entier 7 tel que a" = e.

Puisque le groupe est fini, I'ordre d'un
élément existe toujours et est < |G].

En effet, soit a € G. On considere la
séquence a,a%,4%,.... Puisque le groupe
est fini, il existe un k > [ tel que ak =4
ou a¥~! = ¢. Lordre est le plus petit tel
k—1.



Sous-groupe Un sous-groupe H du groupe G est un sous-ensemble
H C Gtelque Vhy, hp € H, hihy € H. Un sous-groupe strict est
défini similairement par un sous-ensemble strict H C G.

Théoreme 1.1 (Lagrange). Pour tout sous-groupe H d'un groupe G, |H|
divise |G|.

Démonstration. voir exercices ou Théoreme 1.4. O

Produit direct Soient G, K deux groupes dont les éléments sont

respectivement {g,},a =1,...,|G| et {k;},i = 1,...,|K|. Le groupe

produit direct G x K d’ordre |G||K| est défini par les éléments (g4, k;)
et I'opération de groupe

(8a, ki) % (8v, ki) = (8a * &y, ki *kj)- (1.4)
1.2 Groupes finis d'ordre < 4

Le groupe d’ordre 2

Le premier élément est I'identité ¢ et ’autre élément est a. La
seule possibilité est la table de multiplication (aussi appelée table de

Cayley) :
Zy | e a
e |e a (1.5)
a |a e

C’est le groupe Z,. En physique, l'opération a peut étre une transfor-
mation de parité, de renversement du temps, de rotation sur un axe,
de conjugaison de charge électrique, etc.

Le groupe d’ordre 3

Le premier élément est 1'identité ¢, le second élément est a;. Le
troisieme élément du groupe doit étre a; x a;. Sinon a; xa; = a4
mene a a; = ¢, ou 41 x 41 = e ferme le groupe a deux éléments. Donc
ay = a1 x a1 est le troisiéeme élément. On a a; xa, = a xa;. La seule
possibilité est a; x ap = e. On trouve le groupe cyclique Z3 défini par
sa table de multiplication

Zs| e a1 a

e e a; dap (16)
ai ay dp e

an an e ay

L’opération a; est par exemple une rotation du plan de 120°. Le
groupe Z;3 est abélien.

GROUPES FINIS 11

Par exemple, (Z,+) C (R,+) C (C, +).
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Les deux groupes d’ordre 4 (Exercice)

Il existe seulement deux groupes distincts d’ordre 4. Le premier
est le groupe cyclique Z4 = {e,ay,az,a3} = {e,a, a2, a3}. On peut
définir I'opération a par une rotation du plan de 90°. Sa table de Alternativement, le groupe Z, est défini

multiplication est par 'opération

a: z— 7 =iz

Zy|e m 4 a3 otizeC

e e ay dp as
ap |41 Ay az e (1.7)
a |dp az e a1

asz | das e ay dap

Le second groupe est le groupe V, Vierergruppe ou groupe de Klein.
C’est un cas dégénéré D, du groupe dihédral D, n > 3. Il possede la
table de multiplication suivante

Vie a a a3

e e ay dp as
ai|lar e az ap (1.8)
ap | ap dasz e daq

az | az dp 4a; e

I1 est abélien puisque sa table de multiplication est symétrique par
rapport a sa diagonale. Le groupe est distinct de Z4 puisque que Z,4
posseéde un élément d’ordre 4 tandis que V n’en posséde pas. On
peut réaliser ce groupe par les matrices

) (6 %) (09) (3 5) o

Le groupe V contient trois sous-groupes isomorphes a Z, qui sont
générés respectivement par (e,a1), (e,az) et (e,a3). Puisque a3 xay =
ap x ay, les éléments des deux premiers Z; commutent. De plus,

aj xap = ap xa; = as. On peut donc exprimer V comme le produit
direct

V=2, xZ,. (1.10)

En physique, ce groupe apparait par exemple comme la symétrie
sous P et T (renversement du temps et, indépendamment, parité).

1.3 Théoreme de Cayley

Translations a gauche

Le groupe G agit naturellement sur lui-méme. A chaque élément
h € G, on peut associer la transformation inversible

L,:G—G g~ Ly(g) =hg



appelée translation a gauche par . De Ly, (8) = hihag = Ly, (Lp,(8)),
L, = transformation identique et (L;)~' = L,-1, on déduit que
I’ensemble {L;} est un groupe et que l'application i1 — Lj est un
homomorphisme. Cet homomorphisme est évidemment surjectif et
injectif (si Lj, = transformation identique, alors hg = ¢ Vg c-a-d h = e).
Par conséquent, la correspondance i — Lj, est un isomorphisme. On
a démontré :

Théoreme 1.2. Tout groupe G est isomorphe au groupe des translations a
gauche sur G.

L'espace G est évidemment homogene pour les translations a
gauche et le groupe G agit sur lui méme de maniére simplement
transitive :

Vg1,92€G 3JheG: Lygi =9 (transitivité)
(h est donné par g>g; 1y et
Lyg=9 = hg=9 = h=e

ce qui montre que le groupe de stabilité de n'importe quel point =

{e}.

Translations a droite
On définit également les translations a droite de G comme
Ry() =gh™.
On a Ry, (8) = g(hh2) ™" = (ghy )iy ' = Ry, (Ry,(g)) et done
Ry ny, = Ry Ry,

et par conséquent, ’application & — R, définit un homomorphisme
de G dans le groupe des translations a droite, qui est en fait un
isomorphisme. Il en résulte que G agit aussi a droite sur lui-méme.

Une application directe des considérations précédentes conduit au
théoreme de Cayley.

Théoreéme 1.3 (Théoreme de Cayley). Tout groupe fini G d’ordre n est
isomorphe a un sous-groupe du groupe symétrique Sy.

En effet, G est isomorphe au groupe des translations a gauche de
G par G. Or, toute translation a gauche est une permutation des n
éléments de G, donc G est isomorphe a un sous-groupe de S,.

Le groupe symétrique S, joue donc un rdle tout particulier dans
I'étude des groupes finis. On voit également que le nombre de
groupes finis d’ordre n distincts (a un isomorphisme pres) est fini
puisque le nombre de sous-ensembles a n éléments de I'ensemble fini
S, est fini.

GROUPES FINIS 13

Notez que si on définissait Rj,(g) = gh,
la propriété d’homomorphisme (1.2) ne
serait pas vérifiée.
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1.4 Permutations S,

Une permutation de n objets 1,2,...,n les mélange dans un ordre
différent aq, ay, . .. a,. La transformation k — ay, k = 1,...,n peut étre
représentée par le symbole

<1 z n). (1.11)
al a2 DY an

Chaque permutation a un inverse et la permutation identique laisse
tous les objets invariants. Les n! permutations forment le groupe Sj,.

Il existe une notation plus compacte et plus utile. On note (aqa; ... ag)
avec k < n la permutation cylique ou cycle qui envoie a; — ay,
ap — az, ... ax — ajp et laisse les autres objets inchangés,

(aray...a;) = ( st ) (1.12)

az a3 e al

Par définition, une transposition est un cycle de longueur 2.
Par exemple, on a

1 2 3 4
<2 3 4 1>~(1234). (1.13)

Proposition 1.3.1. Tout élément de S,, peut s’écrire comme un produit de
cycles disjoints.

Démonstration. Soit 1’orbite sous permutation ¢ d"un objet a4, O, =
{a,0(a),c?(a),...}. L'élément a a un ordre fini k donc I'orbite O,

est de longueur k. La permutation agit sur O, comme un cycle de
longueur k. On peut alors choisir un autre objet qui n’appartient pas
a O, et répéter la procédure plusieurs fois jusqu’a couvrir tous les
objets par des orbites disjointes. Sur chaque orbite la permutation
agit comme un cycle. La permutation se réduit donc a un produit de
cycles disjoints. Chaque objet n’appartient qu’a un cycle. O

Proposition 1.3.2. Deux cycles disjoints de S,, commutent.

Démonstration. Immédiat. Par définition, un cycle laisse le complé-
ment des objets permutés inchangé. O

Par exemple,

1 2 3 4
(2 1 3 4>N(12)(3)(4)N(12)~ (1.14)

(; f i §>~(12)(34). (1.15)

Notez que les permutations

(1234)~ (2341)sontidentiques.
Par convention, on dénote toujours la
permutation avec 1’élément le plus petit
en premier; dans ce cas (123 4).

Par commodité, on ne note par les
cycles triviaux d’un objet. On note donc
(12)(3)(4) ~ (12).



Le groupe des permutations a trois éléments peut donc étre noté

S3=1{e,(12),(13),(23),(123),(132)} (1.16)

Les produits et inverses sont donnés par
(12)2=(13)2=(23)*=e¢, (123)*=(132), (1.17)
(132)2=1(123), (123> =(132)°>=e¢, (1.18)
(123)7'=(132), (12)(123)=(23), (1.19)

1.5 Sous-groupe normal et groupe quotient

Afin de déterminer plus en détail le contenu du groupe des per-
mutations et ses sous-groupes, introduisons quelques notions utiles.

Classe latérale a gauche Soit G un groupe, H C G un sous-groupe et
g € G. On appelle classe latérale a gauche de g suivant H I’ensemble

gH = {ghlh € H} C G. (1.20)

La classe latérale a droite de g suivant H est définie similairement
comme

Hg = {hglh € H} C G. (1.21)

Par exemple, soit G = (Z, +) et le sous-groupe
H=nZ = {np|p € Z} (muni de l'addition).
On définit pour tout r € Z les classes latérales & gauche

rH={np+rlp € Z}.

Remarques

— Tout élément ¢ € G appartient a une classe latérale a gauche et
une classe latérale a droite. En effet, ¢ € gH et ¢ € Hg puisque
e € H.

— Si g € G appartient a deux classes latérales a droite (ou similaire-
ment & gauche) ¢ € Hgy et g € Hgp alors Hgy = Hgp.

Démonstration. 3hq, hy tels que § = hi1g1 = hage. Donc g1 =

hl_lhzgz € Hgy et, de méme, g» € Hgy. Donc VI € Hgy, Jh tel que
I =hg = hhflhzgz. Donc! € Hgy etona Hgy € Hgy. De méme,
Hgr, € Hg. O

— Il en découle que les classes latérales Hg (ou gH) forment une
partition de G : il existe un ensemble d’éléments g1, ...gn (qui ne
sont pas uniques) tels que G = Uy<;<NHg;.

GROUPES FINIS 15

Nous utiliserons la convention selon
laquelle les permutations agissent sur
les objets par la droite :

(12)(123)1=(12)2=1,

(12)(123)2=(12)3 =3,

(12)(123)3 = (12)1 =2.
Donc (1 2)(1 2 3) = (2 3). [Clest la

convention utilisée par Humphreys
mais opposée a celle de Ramond]

Explicitement, si
H=2Z={..,-4-2024,...}
Alors
1H={...,-3,-1,1,3,... }.
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Indice de H en G Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. L'in-
dice (G : H) de H en G est le nombre de classes latérales a gauche
distinctes d’eléments de G suivant H.On a (G : 1) = |G]|.

Théoréme 1.4 (Lagrange). On a |G| = (G : H)|H|. De plus, pour tout
sous-groupes K C Hde G,ona (G:K) = (G: H)(H : K).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de l'existence d"une
partition de G en classes latérales a gauche. O

Sous-groupe normal  Un sous-groupe H C G est dit normal si ses
classes latérales a gauche et a droite coincident, Vg € G, gH = Hg.
Dans ce cas, les classes latérales Hg définissent le groupe quotient
G/H avec produit (Hg1)(Hg2) = H(g182)- Le produit est bien défini
car (Hg1)(Hg2) = (H)(g1H)g2 = H(Hg1)g2 = Hgi1g2. L'indice

du sous-groupe normal dans G est le nombre de classes latérales
|GI/[H].

Une seconde définition de sous-groupe normal peut étre effectué
en utilisant la notion de conjugation suivante.

Conjugaison Soit g, un élément d’un groupe G. On définit le conju-
gué de g, par rapport a un autre élément ¢ € G comme

$a = ggagfl. (1.22)

Proposition 1.4.1. L'opération de conjugation d’un élément de G est un
isomorphisme de G dans G.

Démonstration. Tout d’abord, il s’agit d"'un homomorphisme puisque

la table de multiplication est preservée : g,g, = g. implique .3, = ..

En effet,

$o8b = 8808 '88b8 ' = 88ugrg ' =888 ' = -

L’homomorphisme admet un inverse puisque g, = ¢~ '§,g. Il est
donc bijectif. O

La conjugaison admet un role particulier pour le groupe S, : elle
préserve la structure de cycle comme montré dans la proposition
suivante.

Proposition 1.4.2. Pour tout cycle (iy, ..., i) de Sy et toute permutation

oceS,, ona
L o(ip)). (1.23)

T = O'(il,...,l'k)(Til = (U'(il),(T(iz),..

Par exemple,
H=1{e(123),(132)} ~Z3

est un sous-groupe de S3. La classe
latérale a gauche et a droite de e suivant
H est H lui-méme. La classe latérale a
gauche et a droite de (1 2) suivant H
est

(12)H = H(12) = {(12),(13),(23)}.

(Notez que (1 2)H ne forme pas un
sous-groupe.) Le sous-groupe Z3 est
donc normal, et le groupe quotient est

53/23 :Zz ~ {e,(l 2)}

Autre exemple. Le groupe nZ muni de
I'addition est un sous-groupe normal
de Z. Le groupe quotient Z/nZ est
isomorphe au groupe cyclique Z,,.



Démonstration. Par évaluation directe, on vérifie que la permutation
7t envoie 0 (i) — o(iz), o(iz) v o (i3), ... et o(iy) — o(i1). On vérifie
ensuite que 7T ne déplace pas les objets a autres que o (i1), ..., o (iy).
En effet, c=1(a) ¢ {i1,...,ix} donc (i1,...,ix)o " (a) = o~ 1(a) et
finalement 77(a) = o -0~ !(a) = a.

0

Eléments conjugués On dit que deux éléments g1,¢» € G d"un groupe
sont conjugués s'il existe un i € G tel que g1 = hgyh~!. On dénote
alors g1 ~ go.

Proposition 1.4.3. La conjugaison ~ est une relation d’équivalence

Démonstration. On prouve successivement les trois définitions d'une
relation d’équivalence :

— g ~ g. Evident. 1l suffit de choisir = e.
— Sigy ~ g alors g ~ g1.Soit htel que g1 = hgoh~! alors
g2 =h""gih = (h"H)gr(h~1)~".

— Sig1 ~ gretgy ~ gzalors gy ~ g3.Soit g = hnghfl et
92 = hogshy ' Alors g1 = hihogahy 'hit = hyihygs(hihy)~L.

Proposition 1.4.4. Les cycles de méme longueur de S,, sont conjugués

Démonstration. Soient deux cycles de longueur k: (a7 ...ax) et

(b1 ...by). Définissons la permutation ¢ telle que o(a;) = b;, 1 <

i < k et telle que o est une bijection quelconque du complément de
{ay ...a;} sur le complément de {by ...b;}. Alors o'(ay,...,a;)0 ! =

(b1,...,by) par la proposition 1.4.2. O

On peut utiliser la conjugaison pour partitionner les éléments d’un
groupe en sous-ensembles disjoints. Choisissons un élément g7 et
conjuguons-le par rapport a tous les éléments de G. On obtient la
classe de conjugaison C; de g7,

Ci: &1=g818 ', VgeG. (1.24)

On peut ensuite choisir un nouvel élément g qui n’est pas dans C; et
former une nouvelle classe de conjugaison

Cr: =398 Y, Vg € G. (1.25)

Les éléments de C; et Cy ne sont pas conjugués par construction. On
peut continuer la procédure et puisque le groupe est fini, la procé-
dure s’arréte apres avoir trouvé k classes distinctes. La construction
ne dépend pas du choix d’éléments g1, g2, ... et le nombre de classes
de conjugaison k est donc une caractéristique du groupe.

GROUPES FINIS 17

Pour S3, on a les relations de conjugai-
son
(12) ~(13)~(23).
En effet,
(23)=1(12)(13)(12),
(23)=(13)(12)(13)
et
(12) =(23)(13)(23).
Aussi, on a
(12)=(123)(12)(123)
et
(132)=1(12)(123)(12).
On peut donc partitionner Sz comme
S3 = {le], [142]3 fois, [418283]2 fois } -

Le nombre de classes de conjugaison de
S3 est donc 3.
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Remarques L'élément neutre détermine toujours sa propre classe
de conjugaison. Tout groupe abélien d’ordre n posséde n classes
distinctes.

Proposition 1.4.5. Soit H C G un sous-groupe de G. Si le conjugué de
chaque élément h € H par chaque élément ¢ € G reste dans H, c’est-a-dire

Vi€ H,VgeG, ghg'lecH
alors H est un sous-groupe normal.
Démonstration. Soient g € Geth € H quelconques. On dénote
hy = ghg™ € H.On a donc gh = hyg et hg~! = ¢~ hy. La premiere
relation implique gH C Hg et la deuxiéme implique Hg™' C ¢~ 'H.

Puisque ces relations sont vraies pour tout g, on a aussi Hg C gH.
Donc les classes latérales a gauche et a droite coincident. O

Si une union de classes de conjugaison forme un sous-groupe, ce
sous-groupe forme donc automatiquement un sous-groupe normal.

1.6 Groupe alterné A,

Proposition 1.4.6. Tout cycle peut étre décomposé en un produit de
transpositions,

(a1 ... ax) = (a1 ag)(mrag-1) - - (@102). (1.26)

Démonstration. On vérifie que les deux membres de 1’équation per-
mutent tous les objets de maniére identique. O

Corollaire 1.4.1. Toute permutation peut s’écrire comme un produit de
transpositions.

Démonstration. C’est une conséquence des propositions 1.3.1 et
1.4.6. 0

A chaque permutation de S, on peut associer une matrice n X n
inversible (composées de zéros et de n 1) qui agit sur un vecteur
d’objets de longueur n. Cette isomorphisme réalise S, comme un
sous-groupe de GL(n,R). S, peut étre défini comme le groupe de

telles matrices. Une transposition est associée a une matrice de déter-

minant —1. Comme le déterminant est un homomorphisme et par le
corollaire 1.4.1, le déterminant d’une matrice quelconque de S, est
soit 1, soit —1. Ce nombre est appelé le signe de la permutation ¢
et est dénoté sgn(c). Une maniere simple d’obtenir le signe d’une
permutation consiste a la décomposer en produits de transpositions
et compter le nombre de transpositions modulo 2. Ce nombre est
unique pour toute décomposition en transpositions car le détermi-
nant d’une matrice comme produit de matrices est unique.

Revenons encore sur le sous-groupe de
Sa,

Z3={e,(123),(132)}
qui est 'union des deux classes de
conjugaisons [e] = {e} et [123] =
{(123),(132)}.0Ona

(12)(123)(12) = (132)

ainsi que les relations similaires ob-
tenues par permutations des indices.
La conjugaison d’éléments de Z3
par Sz préserve Z3 et donc Z3 est un
sous-groupe normal.

Sans perte de généralité, une trans-
position des deux premiers objets est
associée a

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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Par exemple,

Groupe alterné Le groupe alterné A, est défini comme 8= {e,(12)} 5 As = {e).

A, = {0 € Sy|sgn(o) =1}. (1.27) Aussi,
As ={e,(123),(132)} ~ Zs.
Propriétés
— Son ordre est |A,| = jn! pour tout n > 2. En effet, soit T =
(12) ¢ Ap.Sioc ¢ A, alors ot € A,. Donc o fait partie de la

classe latérale a droite 0 € A, 7. On déduit S, = A, U A,,T avec
A, NA,T=0Q.

— A, est non-abélien pour n > 4. En effet, il contient les 3-cycles. Or
(123)(124) envoie 4 — 2 tandis que (124)(1 2 3) envoie 4 — 1.

— Pour tout groupe fini G, on définit la représentation alternée
comme l’application linéaire de G dans R qui envoie ¢ € R dans
sgn(o(g)) ot o(g) est la permutation associée a g lorsque G est
compris comme un sous-groupe des permutations. La représenta-
tion alternée d’un groupe fini est donc toujours définie.

1.7 Groupes simples et résolubles

Les concepts de groupe simple et de groupe résoluble ont été
introduit par Galois, le pere fondateur de la théorie des groupes.

Groupe simple  Un groupe est simple sil ne possede pas de sous-
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groupe normal non-trivial (c’est-a-dire 'identité ou lui-méme). Par contre le groupe Z, = {e,a,a?,a%}

Un exemple de groupe simple est le groupe cyclique Z,, ot p est estnest pas simple. Il admet Z; =

{e,a®} comme groupe normal. En effet,

un nombre premier. aZy = Zpa = {a,a%} et Zy = Zp UaZ,.

Groupe résoluble  Un groupe G est résoluble s’il existe une série de
sous-groupes normaux G;

G=Gy2G 2 - 2G,={e} (1.28)

tels que tous les groupes quotients Go/G1, G1/Ga, ..., G,_1/G, sont
abéliens.

Galois a montré que la solution d'un polynéme général de degré
n en radiaux était possible seulement si le groupe S, qui agit sur les
racines était résoluble. Pour n = 3 on a

S3 D A3z D {e} (1.29)
avec S3/ A3 ~Z, et A3 ~Z3.Pourn=4ona Notez que l'on a aussi S3 D S, D {e}
mais S, n’est pas un sous-groupe
SO A OV O {e} (1.30) normal de S5 car (123)(12)(132) = (23)

et pas (12).
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avec Sy/ Ay = Zp, Ay/V = Zz etV ~ Z, X Z;. Donc Sz et Sy sont
résolubles et un polyndéme d’ordre 3 ou 4 admet une solution en
radicaux.

Par contre, Galois a montré que As est un groupe simple. Comme
c’est un groupe non-abélien, il est non-résoluble. Cela implique qu’il
n’y a pas de solution en radiaux d’un polynéme d’ordre 5 en général
(mais il peut y en avoir pour des cas particuliers).

Tous les groupes finis peuvent étre construits a partir des groupes
simples. La classification des groupes simples a requis le travail
d’une centaine de mathématiciens et la classification s’est achevée
seulement au début des années 1980. Les groupes simples peuvent
étre catégorisés en 18 familles infinies et une liste de 26 cas particu-
liers :

— Les groupes cycliques Z, d’ordre p premier
— Les groupes alternés A,, n > 5

— Les 16 familles de groupes finis de type Lie (pas définis dans ce
cours)

— Les 26 groupes finis sporadiques (pas définis dans ce cours)

Pour le plaisir, on note que le plus grand des groupes sporadiques est
connu sous le nom Groupe monstre M et admet

246,320 .59 .76.112.132.17.19.23.29.31-41-47-59 - 71 ~ 8 x 10

éléments.

Pour illustrer ’étendue et la complexité de la classification des
groupes finis, les deux tables 1.1 et 1.2 sont données, tirées du livre
de P. Ramond “Group theory”.
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FIGURE 1.1: Liste des groupes finis
d’ordre 12 ou moins. Les groupes
non-abéliens sont indiqués avec une

Table 2.1. Finite groups of lowest order astérisque.
Order Group Isomorphism Type
2 2 Cyclic
3 23 Cyclic
4 Z4 Cyclic
4 D, Zy x 2y Dihedral, Klein’s four-group
5 Zs5 Cyclic
6 Zs Zy X 2y Cyclic
6" Ds S3 Dihedral, permutation
7 Z; Cyclic
8 Z3 Cyclic
8 Z4 X Zg
8 Zr X Zy X Zo Dy x 2y
8* Dy Dihedral
8* Q Q4 Quaternion, dicyclic
9 29 Cyclic
9 33 X 73
10 Zio Z5 X Zn CyC]iC
10* Ds Dihedral
11 21 1 C)’Chc
12 Z 12 Z4 X 23 C.yc]ic
12 Zo X 2o Dy x Z3
12* Dy Dy x 25 Dihedral
12* 1073 Dicyclic, binary dihedral

12* T As Tetrahedral, alternating
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FIGURE 1.2: Nombre de groupes d’ordre
200 ou moins. Le nombre de groupes
abéliens sont indiqués entre crochets.

Table 2.2. Number of groups of order up to 200

Order N[Nppet]l Ovder NiNape] Order NiNape] Order  N[Napa]l Order N[Nppet]

1 11] a1 1] 8l 15(5] 121 2021 16l 111]
2 11} 42 6[1] 82 2{1] 122 2011 162 5515}

3 111 43 iy 83 [y 123 I[1] 163 111]
4 2(2] 44 4[2] 84 15[2] 124 4] 164 512]

5 113 45 2] 85 L] 125 S[31 165 211

6 2[1] 46 2011 86 211 126 1612] 166 211]

7 i[1] 47 111] 87 Iy 127 11} 167 L1

8 53] 48 5251 88 12[3] 128  2328[15] 168 57131
9 212] 49 2021 89 11 129 2(1] 169 2[2]
i0 21 50 2021 90 10[2] 130 4[1] 190 47
11 111] 51 Nl " 1y 131 11 171 512
12 5[2] 52 s[2] 92 412 132 1021 172 412)
03 1013 53 iy 93 2017 133 1] 173 101
14 211] 54 131 94 2111 134 20k 174 411]
15 L 55 2011 95 1fl] 135 5131 175 2[2]
16 14(5] 56 13031 96  230[7] 136 15[3] 176 4215]
17 111] 57 2111 97 1y 137 1y 177 101]
18 512} s8 2013 98 5121 138 4011 178 2[11
19 111] 59 1] 99 2021 139 1711 179 11
20 5121 60 13(2] 100 1614] 140 11[21 180 37[4]
21 2111 61 1[1] 1ol (1] 14l 101 181 101]
2 2[1] 62 21 102 4011 142 2011 182 411]
23 101} 63 4[2; 103 1] 143 LNy 183 2014
24 15(3] 64 267[11] 104 14[3] 144 197[10) 184 1213]
25 202 65 1] 105 2{1] 145 11 185 11
26 21] 66 4111 106 2[1] 146 2[1] 186 611
27 53] 67 1111 107 Ty 47 6[2] 187 171]
28 42 68 5[21 108 45[6] 148 5[2] 188 42}
29 171) 69 Iy 109 1[1] 149 1(1] 189 13[3]
30 4113 70 4(1] 110 6{1] 150 13(2] 190 4[1]
31 1y 71 b 1l 2011 151 1f1] 194 L[1]
32 S1(7] 72 s0[6] 112 43[5) 152 12[3] 192 1543{if]
33 L[l 73 1y 113 1{1] 153 2021 193 L1}
34 211] 74 2(1] 114 6[1] 154 411} 194 211]
35 i 75 3[2] 115 111 155 2011 195 2011
36 14 4] 76 421 116 5[2] 156 1821 196 1714]
37 1{t) 77 ] 117 421 157 i1y 197 1]
38 2011 78 6[1] 118 211] 158 201] 198 10[2]
39 204] 79 [y 119 1] 159 117 199 1T1]

40 14 [3} 80 52(5] 120 47[3] 160 238[71 200 5216]
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Groupes cristallographiques ponctuels

Groupe cristallographique  On dit qu'un groupe est cristallographique
s’il préserve un réseau. Un réseau R de l'espace R" est par définition
I'ensemble de tous les vecteurs combinaisons linéaires a coefficients
entiers de n vecteurs linéairement indépendants a; (i =1, -+, n),

n
XER & x=) za;, zcZ (2.1)
i=1

Il existe 17 groupes cristallographiques du plan et 230 groupes
cristallographiques de 1’espace Euclidien a 3 dimensions. Nous ne le
prouverons pas ici.

Groupe cristallographique ponctuel On appelle groupe cristallogra-
phique ponctuel a n dimensions tout sous-groupe cristallographique
fini de O(n).

Nous allons établir la classification des groupes cristallographiques
ponctuels a 2 dimensions et dériver une partie de la classification
a 3 dimensions. Il existe 10 groupes cristallographiques ponctuels
du plan et 32 groupes cristallographiques ponctuels de 1’espace
Euclidien a 3 dimensions.

2.1 Groupes cristallographiques ponctuels a deux dimensions

Sous-groupes finis de SO(2)

Les éléments de SO(2) sont les rotations du plan autour de
I'origine. Nous aurons besoin du lemme suivant de la théorie des
nombres :

Lemme 2.1 (Bézout). Soient a et b deux entiers de plus grand diviseur
commun d. Alors il existe x,y € Z tels que ax 4+ by = d. En particulier, si a
et b sont premiers entre eux, il existe x,y € Z tels que ax + by = 1.

Note historique : en 1891, Fedorov

et indépendamment Schonflies ont
classifié ces groupes avec quelques
omissions et duplications. Apres une
correspondence, ils sont arrivés a la liste
finale des 230 groupes en 1892.

I1 existe deux notations pour les 32
groupes cristallographiques ponctuels
a 3d : celle de Schonflies utilisée en
spectroscopie moléculaire, et celle

de Hermann-Mauguin utilisée en
cristallographie.

Démonstration du Lemme 2.1 : consi-
dérons les entiers positifs de la forme
aw + bz, w,z € Z. Soit e le plus petit

de ces nombres, ¢ = xa +yb > 0. La
division de a par e donne a = ge +7,
ol le reste r est compris entre 0 et e,

0 < r < e. Substituant ¢ = xa + yb, on
trouve r = a(1 — qx) — bqy et donc r est
de la forme aw + bz, w,z € Z. Comme
r < e, ceci implique r = 0 car ¢ est le
plus petit nombre positif de cette forme.
Par conséquent, e divise a. De méme, ¢
divise b. Enfin, soit ¢ un diviseur com-
mun de a et b. Alors c divise e = xa + yb.
Il en résulte que e = d est le plus grand
diviseur commun de a et de b.
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Proposition 2.1.1. Tout sous-groupe fini de SO(2) est isomorphe a un des Le groupe cyclique Z, est habituel
groupes cycliques Cy,, p € Z. Ces groupes sont les groupes des rotations lement noté C, lorsqu'il réfere aux

préservant un polygone régulier a p cotés. rotations discrétes du plan.

Démonstration. Si G est un sous-groupe non trivial de SO(2), alors
G contient une rotation non triviale d’angle minimum, soit R(¢). Si
G est fini, on a R? = I pour un certain entier p et donc ¢ est égal a

%(27‘() ol k et p sont des entiers que 'on peut supposer positifs et
premiers entre eux. On prétend que k = 1. En effet, par le lemme
de Bézout, il existe z,z' € Z tels que kz — pz/ = 1. Autrement dit,

il existe (au moins) un multiple de % qui differe de % par un entier.

Ceci montre que G contient la rotation d’angle X (277), et comme

p
%(27() est le plus petit angle de rotation dans G, ona k = 1. Q

Soit R(¢’) un élément de G. L'angle ¢’ est nécessairement un
multiple de %(27‘[) ; dans le cas contraire, il y aurait une rotation
d’angle plus petit que %(271) dans G, contrairement aux hypotheses.
Dong, G est le groupe cyclique C, contenant les rotations d’angle FIGURE 2.1: Les premiers polygones
%(27{), k=0,1,---,p— 1.1l y a une infinité de sous-groupes finis de réguliers.
S0(2), caractérisés par un entier positif p. O

Sous-groupes finis de O(2)

p
On obtient les sous-groupes finis de O(2) en ajoutant des ré- ?
flexions aux groupes Cp. Le produit de la réflexion par rapport a
la droite D passant par l'origine et de la rotation d’angle ¢ est la D
réflexion par rapport a la droite D’ faisant un angle ¢ /2 avec D (et
passant aussi par 1’origine).
R(P)

D’autre part, le produit des réflexions par rapport aux droites F et
F’ faisant un angle « est la rotation d’angle 2a. Il en découle que les

F(P)

sous-groupes finis de O(2) contenant des réflexions s’obtiennent en
ajoutant a C, p réflexions par rapport a p droites faisant un angle 7.
Les groupes correspondants sont appelés groupes diédraux d’ordre
2p et notés D,. Ce sont les groupes de symétries complets des poly-
gones réguliers.

Remarque 2.2. Le plan I1 sur lequel agit O(2) peut étre plongé dans
espace a trois dimensions. Les groupes Cp et D, peuvent alors étre vus
comme sous-groupes finis de SO(3). C'est évident pour Cp, dont les éléments
peuvent étre vus comme des rotations autour de I'axe perpendiculaire

au plan I1 passant par l'origine; on dit que cet axe est un axe d’ordre p.
C’est aussi vrai pour D) si on voit les réflexions planaires par rapport a

la droite D de I1 comme une rotation d’espace d’angle rt autour de D. Le
groupe diédral D), contient donc un axe d’ordre p et p axes d’ordre deux.

A noter que vus comme sous-groupes de SO(3), les groupes Cy et Dy sont
équivalents (un seul axe d’ordre 2 dans les deux cas).
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Groupes cristallographiques ponctuels a deux dimensions

Soit un réseau R comme défini en (2.1) Les seuls axes permis pour
un groupe cristallographique sont d’ordre p = 1,2,3,4,6. En effet,
une condition nécessaire pour que la rotation d’angle 27” préserve
R est que sa trace soit un entier*. La trace de la matrice de rotation
R(¢) est égale a 2 cos ¢. Il faut donc

2
2cos(—n) €eZ.
p
Ceci donne comme possibilités
2
2cos(?”) — £2,41,0

correspondant aux cas p = 1,2,6,3,4 annoncés. La condition né-
cessaire est aussi suffisante (a deux dimensions). Nous avons donc
prouvé qu’il y a dix groupes cristallographiques ponctuels a deux
dimensions : Cp, Dp (p = 1,2,3,4,6).

Par exemple, C; = {I} préserve un réseau arbitraire, D1 ~ Z;, Cy,
Dy ~ Zj x Zy, C4 et Dy préservent les réseaux carrés (vecteurs de
base a; et a; de méme norme et orthogonaux), tandis que Cs, D3, Cq
et Dg préservent les réseaux hexagonaux (vecteurs de base a; et ap de
méme norme et formant un angle de 120°).

2.2 Groupes cristallographiques ponctuels a trois dimensions

On appelle groupe cristallographique ponctuel a trois dimensions
tout sous-groupe cristallographique fini de O(3).

Polyedres réguliers

Classification Plusieurs groupes cristallographiques sont liés aux
polyedres réguliers (ou “solides de Platon"). Nous allons d’abord
décrire ces polyédres et leur groupe de symétrie.

Un polyeédre régulier est un polyédre dont toutes les faces sont
des polygones réguliers identiques et dont tous les sommets sont
entourés par le méme nombre de faces. Si p est le nombre de cotés
du polygone régulier qui intervient dans le polyedre et g4 le nombre
de faces qui entourent un sommet, on note le polyedre {p,q}. Bien
entendu, p > 2etg > 2. Dans le plan, il existe une infinité de
polygones réguliers. Les polyedres réguliers sont par contre en
nombre fini.

L’angle formé par les c6tés adjacents d'un polygone régulier a p
cotés est égal a 71(1 — 2). A un sommet du polyedre régulier {p,q} se

p
rencontrent g tels polygones et la somme des angles des faces qui se

1. La trace de la matrice d"une transfor-
mation ne dépend pas de la base. Dans
une base adaptée au réseau, ou les
vecteurs de base sont {a, }, la matrice
d’une transformation qui préserve le
réseau est a coefficients entiers, donc sa
trace est entiere.
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rejoignent est strictement inférieure a 27r. Donc, on a g7r(1 — %) <2r

ou encore
E + 1 > 1 (2.2)
q 2 '

S

Les seules solutions sont

{3,3}
(3,4}, {43}
3,5}, {53}
Le premier cas correspond au tétraédre régulier. Les deuxieme et

troisiéme cas correspondent a I'octaédre et au cube. Les quatriéme et
cinquiéme cas correspondent a l'icosaédre et au dodécaedre.

Ces polyedres réguliers ont des nombres de faces (N;), arétes (Nj)

et sommets (No) donnés par FIGURE 2.2: Les polyedres réguliers

(tétraedre, cube, octaédre, dodécaedre

Tétraedre {3,3} Nog=4 N =6 No=4 (2.3) et icosaddre)
Octaedre {3,4} No=6 Ni=12 N, =8 (2.4)
Cube {4,3} Ny =38 Ni=12 Ny=6 (25)
Icosaedre {3,5} No=12 N;=30 N, =20 (2.6)
Dodécaedre {5,3} No=20 N1 =30 Np=12 (2.7)

On obtient ces nombres par inspection. A noter que
N, — N1+ Ny =2 (formule d’Euler). (2.8)
On a également pour tout polyedre régulier {p,q},
qNy = 2N; = pN, (2.9)

En effet, le nombre N; d’arétes est égal au nombre Ny de sommets

fois g (car de tout sommet part q arétes) divisé par 2 (car ce faisant,
on compte chaque aréte deux fois). De méme, N est aussi égal au

nombre N; de faces fois p (car chaque face contient p arétes) divisé
par 2 (car chaque aréte appartient a deux faces).

Groupes des polyedres  On appelle groupe du polyedre {p, g} le sous-
groupe (fini) Ry, v de SO(3) qui laisse le polyedre {p,q} invariant. Si
un axe de rotation de Ry, ;1 (passant par le centre du polyedre) passe
par l'intérieur d’une face, il doit nécessairement passer par le centre
de celle-ci et il doit étre d’ordre p. De méme, si un axe de rotation
passe par l'intérieur d"une aréte, il doit nécessairement passer par

le milieu de celle-ci il doit étre d’ordre 2. Enfin, un axe de rotation
passant par un sommet doit étre d’ordre 4. Il y a donc Ny/2 axes
d’ordre g, N1 /2 axes d’ordre 2 et N, /2 axes d’ordre p. En fait,

Ripgy = Rygpy (2.10)
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puisque 1'on peut placer un cube dans l’octaédre en inversant les axes
de symétrie des faces et des sommets. La méme relation est vraie
entre l'icosaédre et le dodécaedre.

Comptons maintenant 1’ordre du groupe. Pour chaque sommet, on
a g — 1 rotations; pour chaque aréte, on a une rotation; et pour chaque
face, on a p — 1 rotations (en excluant chaque fois 'identité). Mais
sommets, arétes et faces viennent par paires antipodales, sauf pour le
tétraedre, ot chaque sommet est opposé a une face. Dans tous les cas,
le nombre total de rotations (excluant l'identité) est égal a

1 1
E[No(q —D+N+No(p—1)] = E(Noq—2+N2P) =2N; -1

par (2.8) et (2.9). Par conséquent, 1'ordre de Ripqy = Rygpy €st 2Ny,

Le groupe Ry33) du tétraedre est d’ordre 12, celui de I'octaédre
(ou du cube) est d’ordre 24 et celui de 'icosaédre (ou du dodécaedre)
est d’ordre 60. On note souvent

T = R{3,3}, (2'11)
O = Rga = Rygy, (2.12)
Y = R{3’5} - R{5,3} (2.13)

Les seuls axes permis pour un groupe cristallographique sont
d’ordre p = 1,2,3,4,6 (méme argument qu’a 2 dimensions). Donc,
seuls T et O sont cristallographiques.

10(n) et réflexions

On appelle groupe euclidien inhomogene I0(n) le groupe des iso-
métries de I'espace euclidien IR". Ce groupe contient les translations,
les rotations et les réflexions par rapport a un hyperplan quelconque,
ainsi que leurs produits. Le sous-groupe I1SO(n) des déplacements
ne contient que les isométries préservant 1’orientation et est engendré
par les translations et les rotations.

Théoreme 2.3. Toute transformation de I0(n) peut s’écrire comme un
produit fini de réflexions. Celles-ci engendrent donc tout 10(n).

Démonstration. La translation par a est égale au produit de la ré-
flexion par rapport a I’hyperplan perpendiculaire & a passant par
I'origine et de la réflexion par rapport a I’hyperplan parallele passant
par a/2. Ceci ramene le probléme a écrire un élément quelconque de
O(n) comme produit de réflexions. On raisonne par récurrence sur
la dimension : la propriété est vraie pour n = 2 car toute rotation du
plan d’angle ¢ est égale au produit de deux réflexions par rapport a
des droites faisant un angle ¢ /2. D’autre part, si la propriété est vraie
en dimension n, elle est aussi vraie en dimension 7 + 1 : soit A un

Les groupes complets de symétrie des
polyedres réguliers s’obtiennent en
ajoutant les réflexions.

Une réflection autour de 'origine est
donnée par
x = x—2(x-n)n

ol n est le vecteur de norme 1 or-
thogonal a I'hyperplan de réflexion
(I’ambiguité de signe de n ne joue pas).
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élément de O(n +1).Ona E,1 = E, ® Re, 1. Si Aeyi1 = e,41, A
est en fait un élément de O(n) et il n’y a rien a montrer par ’hypo-
these de récurrence. Sinon, les deux vecteurs e, 1 et Ae, 1 forment
un plan et sont reliés par un élément de SO(2). Il sont donc reliés
entre eux par un produit de deux réflections S = R1R, que 1’on peut
choisir orthogonaux au plan, e, ;1 = SAe, 1. La transformation

SA laisse e, fixe et définit donc un élément de O(n). Par I'hypo-
theése de récurrence, on peut écrire cet élément comme un produit
de k réflexions S; de E;, que 'on peut étendre a E,,1 en posant
Siep+1 = e,41 (ce qui revient a prendre pour hyperplan de réflexion
dans E, ;1 I'hyperplan H; & Re, 11 ou H; est 'hyperplan (an —1
dimensions) de la réflexion S; dans E;). On a ainsi SA = 515 - S
et donc puisque S> = I, A = S515; - - - §¢. O

En particulier, tout élément de SO(3) peut s’écrire comme le
produit de deux réflexions. Tout élément R de SO(3) est la matrice
d’une rotation d’angle ¢ et d’axe n, R = r(¢,n). En fait, le produit
de deux réflexions dans des plans se coupant le long de I’axe de la
rotation et formant un angle ¢ /2 est égal a R.

Sous-groupes finis de SO(3)

Soit G un sous-groupe fini de SO(3). Comme 1’origine est inva-
riante par G, il est commode de considérer G comme un groupe
agissant sur la sphere. Chaque rotation peut étre ainsi vue comme
une rotation autour d’un point de la sphére (une rotation d’angle ¢
autour de P étant la méme chose qu'une rotation d’angle —¢ autour
du point antipodal).

On appelle triangle sphérique tout triangle sur la sphere dont les
cOtés sont des segments de grands cercles.

Théoréeme 2.4. Si les sommets d’un triangle sphérique PQR sont ordonnés
dans le sens horlogique et que p, q, r sont les angles respectifs i ces sommets,
alors le produit des rotations d’angles 2p, 2q et 2r autour de P, Q et R est
égal a l'identité.

Démonstration : On exprime chacune des rotations comme produit
de réflexions dans les grands cercles : RP, PQ pour la premiere; PQ,
OR pour la deuxieme; et QR, RP pour la troisieme. O

Par conséquent, le produit des rotations d’angles 2p et 29 autour
de P et Q est la rotation d’angle —2r autour de R.

Sous-groupes finis de SO(3) ne possédant que des axes d’ordre2 Le
produit de deux demi-tours autour de P et Q est une rotation autour
d’un des poles du grand cercle passant par P et Q d'un angle —2r
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(ou de 2r autour de l'autre pole). On voit cela facilement en plagant
P et Q sur I’équateur, ce que 1'on peut faire sans nuire a la généralité.
Que vaut r? Comme le sommet R du triangle sphérique est un
des poles, I'angle r en R est égal a 'angle POQ formé par les demi-
droites OP et OQ passant par le centre O de la sphére. Cette rotation
ne sera un demi-tour que si les axes OP et OQ sont perpendiculaires.
On peut donc uniquement considérer les groupes avec 1 axe
d’ordre 2 ou 3 axes d’ordre 2 perpendiculaires.
On trouve donc que les seuls sous-groupes finis de SO(3) ne
possédant que des axes d’ordre 2 sont C; (groupe cyclique d’ordre
2 avec un seul axe d’ordre 2) et D; (groupe dihédral d’ordre 4 avec
trois axes d’ordre 2 perpendiculaires).

|~ 180°

| ~180°

Sous-groupes finis de SO(3) pouvant posséder des axes d’ordre 2 mais ne
possédant qu'un seul axe d’ordre p strictement plus grand que 2, p > 2
S’il y a un seul axe d’ordre p, celui-ci doit étre perpendiculaire a tout
axe d’ordre 2 qui serait présent. En effet, le pole de 1’axe d’ordre p
est envoyé sur un autre pole d’un axe d’ordre p sous une rotation
de 180° autour de 1’axe d’ordre 2. Comme cet axe est unique, il faut
que le nouveau pole soit le pole antipodal de 1’axe de départ. L'axe
d’ordre 2 est donc perpendiculaire a celui d’ordre p. Les seules
possibilités sont les groupes cycliques C, d’ordre p (sans axe d’ordre
2) et les groupes dihédraux D), d’ordre 2p (avec p = 3,4,6si le
groupe est cristallographique) avec des axes d’ordre 2.

Sous-groupes finis de SO(3) possédant plusieurs axes d’ordre strictement
plus grand que 2 Soit OP un axe d’ordre p. Considérons tous les
points sur la sphere correspondant a des axes d’ordre strictement
plus grand que 2 et leur distance (sur la sphere) a P. Comme le sous-
groupe est fini, il existe une plus petite distance parmi ces distances
et donc un point Q; a distance minimum de P définissant un axe
d’ordre g strictement plus grand que 2. Des rotations successives
d’angle 27” autour de P amene Q1 sur les points Q,, - -+, Qp qui
sont tous des centres d’ordre 4. Ces points sont sur un petit cercle
de centre P et de rayon PQj, qui ne posséde aucun centre d’ordre
strictement plus grand que 2 en son intérieur.

Considérons le produit de la rotation d’angle 27" autour de P
par la rotation d’angle 27” autour de Q;. C’est une rotation d’angle

—27” autour du point R tel que le triangle sphérique PQqR a pour

angles %, % et 7. Le point R est donc sur la bissectrice de Q,PQ;.

A ce stade, on ne peut dire que r est un entier (on peut avoir 2% =

sz”) mais comme la somme des angles d"un triangle sphérique est

N

FIGURE 2.3: C; ~ Z,

FIGURE 2.4: Dy >~ Z) X Z;

—
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strictement plus grande que 77, on sait que

1 1 1

—+>4+>>1

p q
Mais p > 3 et g > 3. Donc v < 3 et 'angle % en Q; du triangle PQ;R
est plus petit que son angle T en R. Il en résulte que R est a I'inté-
rieur du petit cercle® autour de P contenant les Q;. Comme iln’y a
pas d’axe d’ordre strictement plus grand que 2 dans cet intérieur, R
est nécessairement un centre d’ordre 2. La rotation d’angle — 27” est
un demi-tour. Comme elle ameéne Q,, en Q; (c’est le produit de la
rotation d’angle 27” autour de P par la rotation d’angle 27” autour de
Q1), R est sur le grand cercle joignant Q, a Q7. C’est donc le milieu
du coté Q,Q1 du polygone sphérique Q1 Q2 - - - Qp.

Des rotations successives d’angle 27” autour de Q; transforme ce
polygone régulier (d’angle 27” et possédant p cotés) en un ensemble
de g p-gones réguliers entourant 1, dont chaque sommet est un
centre d’ordre q. Continuant de la sorte en effectuant des rotations
d’angle 27” autour des autres centres d’ordre g, on recouvre toute la
sphere par des p-gones réguliers.

Les transformés de Q; sont donc les sommets d’un polyedre
régulier {p,q}, les transformés de P étant les centres des faces et les
transformés de R les milieux des arétes (projetés radialement sur la

sphere). Le groupe G est un des groupes des polyedres {p,q}.

Résumé La liste complete des sous-groupes finis de SO(3) est don-
née par les groupes :
Cp, Dp, T, 0O, Y. (2.14)

Parmi ceux-ci, il y a 11 groupes cristallographiques,

Cl == {e}/ CZ/ C3/ C4/ C6/ DZ/ D?)/ D4/ D6/ T/ 0. (2'15)

Les 32 groupes cristallographiques ponctuels

Les groupes cristallographiques ponctuels sont par définition
les sous-groupes finis cristallographiques de O(3). Le sous-groupe
d’un groupe cristallographique ponctuel qui contient les transforma-
tions de déterminant +1 est un sous-groupe fini cristallographique
de SO(3) et donc un des onze groupes donnés ci-dessus. Ce sous-
groupe est un sous-groupe normal d’indice 2.

On obtient le groupe cristallographique ponctuel le plus général
en ajoutant de maniére cohérente des “réflexion-rotations" (éléments
de O(3) de déterminant —1). Ce probleme a été étudié systématique-
ment et conduit a 32 possibilités. La liste des 32 possibilités est don-
née dans la littérature a laquelle nous renvoyons le lecteur intéressé.

2. Les angles sont égaux quand R est sur
le petit cercle et que le triangle PQ; R
est isocele.
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On y trouvera aussi, pour chacun des groupes cristallographiques
ponctuels, la table des représentations irréductibles.

Les sous-groupes finis de O(3) apparaissent comme groupes de
symétries de molécules. Les groupes cristallographiques ponctuels
apparaissent aussi dans I'études des groupes cristallographiques,
c’-a-d., des sous-groupes du groupe euclidien I0(3) qui préserve un
réseau (“réseau cristallin"). Ces groupes contiennent des translations
et sont donc infinis (pas de point fixe). Il y a 230 groupes cristallogra-
phiques distincts. Soit Go, un groupe cristallographique. Les éléments
de Ge sont de la forme (S, 7) o1 S € O(3) et T est une translation
(¥ - ¥ =S¥ + 7). Les S apparaissant dans Ge, forment un
sous-groupe fini cristallographique de O(3) qu’on appelle groupe
ponctuel du réseau et qui doit étre 'un des 32 groupes mentionnés
ci-dessus. Les réseaux ayant le méme groupe ponctuel appartiennent
“a la méme classe cristalline". Il y a donc 32 classes cristallines.

Chaque réseau est caractérisé par une cellule minimale, un paral-
lélipipede de volume minimal délimité par trois vecteurs 4, b, qui
sont des translations minimales de Geo. On peut regrouper les 32
classes cristallines en 7 systémes cristallographiques qui possedent
une forme commune de la cellule minimale. On dénote la longueur
de g, E, Cpar a,b,c et leurs angles par «, B,y (E -C = bccosa, etc). On a
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cristallines

Nom Nombre de classes Caractéristiques Exemples physiques

Monoclinique a#b#c,a=97y=90#p Gypse
a#b#c,a=p=7=90° Plutonium
a=b=ca=p=7vy#90° Quartz
a=b#ca=p=75=90° Etain

a=b#c a=p=90°%y=120° Zinc

Orthorhombique
Rhombohédral
Tétragonal
Hexagonal

OmMmJdnNwm >

U1 N U WWw

Cubique

Triclinique 2 a#Fb#c,aFpFy Sulfate de Cuivre

a=b=ca=F=9=90° Cuivre, Or, Diamant, Fer
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Représentation des groupes finis

Alors que la classification des groupes finis est une tache ardue,
la théorie des représentations des groupes finis peut étre exposée
en toute généralité en quelques dizaines de pages. Nous le ferons
donc ici. Tous les outils présentés ici peuvent étre appliqués pour un
groupe fini quelconque.

3.1 Notions élémentaires

On considére dans ce cours uniquement les représentations [i-
néaires que nous les appelerons simplement représentations.

Représentation (Définition 1) Soit G un groupe et V un espace vecto-
riel. On appelle représentation du groupe G dans l'espace V toute
application T qui fait correspondre a chaque élément ¢ € G un
opérateur linéaire T(g) de 'espace V, telle que

— T(e) = I ou e est le neutre de G et I 'application identité de V

— T(g1xg2) = T(81)T(82), V81,82 € G

L’espace V est appelé espace de la représentation T, la dimension de
V est la dimension de la représentation et les opérateurs T(g) sont
les opérateurs de la représentation.

En physique, 'espace vectoriel V a le role d'un espace d’états
physiques du systéme sous considération ou espace de configura-
tion. Le groupe de symétrie du systéeme peut agit sur cet espace de
configurations.

Représentation (Définition 2) De maniére équivalente, une représen-
tation de G dans I’'espace V est un homomorphisme T de G dans le
groupe GL(V) des opérateurs linéaires bijectifs de V.

Soit e; une base de V. On utilisera par la suite la convention que
e; sont des covecteurs. Les matrices de représentation agissent donc
comme une multiplication par la droite

Ici, les indices peuvent étre placés en
haut ou en bas en utilisant la métrique
Euclidienne 6% et §,, définie sur
I’espace vectoriel V. Nous garderons
tous les indices en bas par convention.
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T(g)ea = ep(T(8))ba (3-1)

Ainsi, siv = v,e; € V, les composantes v, dans la base se trans-
forment sous multiplication matricielle comme un vecteur colonne,

(T(g)0)a = (T(8))avvp: (32)

Représentation fidele Une représentation est fidele si '’homomor-
phisme T : G — GL(V) est injectif (Ker(T) = e), de telle sorte que G
est isomorphe a Im(T).

Représentation triviale Une représentation de G est triviale si elle
associe a tout ¢ € G l'opérateur identité. Dans ce cas, Ker(T) = G.

Remarques

— Ker(T) est un sous-groupe normal de G. Comme un groupe
simple n’a pas de sous-groupe normal non-trivial, Ker(T) = e ou
Ker(T) = G. Dong, les représentations d'un groupe simple dans
un espace V sont toutes fideles, a ’exception de la représentation
triviale.

— Si G est lui-méme un groupe d’opérateurs linéaires, alors ’ap-
plication identique de G sur G est elle-méme une représentation
T@g) =g

— Soit H un sous-groupe de G. Toute représentation de G dans
I'espace vectoriel V' définit une représentation de H dans V, par
restriction aux éléments de H.

Entrelacement, Isomorphisme et Equivalence Un opérateur d’entrela-
cement ou G-morphisme S : V; — V, entre deux représentations
(T1, V1) et (Tp, V2) de G est une application linéaire telle que

STi(g) = T2(g)S, Vg €G. (3:3)

Un isomorphisme est un opérateur d’entrelacement inversible. Deux
représentations T' et T? sont dites équivalentes T! ~ T? si elles sont

iSOl’nOI‘pheS. Rappel : Un sous-espace M C V est
invariant pour la représentation T s’il
Lemme 3.1 (Schur). Soient T' et T? deux représentations irréducibles de est invariant relativement a tous les
G et S un opérateur d’entrelacement entre T et T2. Alors il y a deux cas iperateurs L(g), T(g)M C M, Vg € G.
es sous-espaces triviaux {0} et V
possibles : soit S est un isomorphisme, T ~ T? et S = AI, A € C ou soit sont invariants. Une représentation est
Tl oo T2 ¢t S = 0. irréductible si elle ne possede pas de

sous-espace invariant non-trivial. Une
représentation qui n’est pas irréductible

) . . P . 1
Démonstration. Soient Vj et V; les espaces des représentations T+ et est appellée réductible.

T2. Ker(S) et Im(S) sont des sous-espaces invariants respectivement
de V; et V,. Lirréducibilitié implique que soit Ker(S) = V; et donc
Im(S) = @ cest-a-dire S = 0, soit Ker(S) = @ et donc Im(S) =
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V, c’est-a-dire S est un isomorphisme. Dans le cas T! ~ T2, le
polyndome en A det(S — AI) = 0 a au moins une solution A = Aj.
Alors Ker(S — AgI) # 0. Le G-morphisme S — Ag! alors admet
Ker(S — AgI) = V4 c'est-a-dire S = Agl. O

On consideére dans ce cours uniquement les espaces vectoriels V
muni d’un produit scalaire hermitien (w|v) avec v,w € V, c’est-a-dire
satisfaisant (w|v)* = (v|w).

Représentation unitaire Une représentation (T, V) de G est unitaire si
V est muni d"un produit scalaire hermitien invariant sous l’action de
G, c’est-a-dire

(T(g)w|T(g)v) = (w,v), VgEG. (3.4)

Caractere d'une représentation  Soit (T, V) une représentation du
groupe G. Le caractére d’'un élément g € G est défini comme

xv(g) = trvT(g). (3:5)
On notera aussi souvent xr en référence a la représentation T.
Propriétés

— Le caractere d’un élément du groupe dans une représentation
donnée dépend uniquement de sa classe de conjugaison. En effet,

xv(hgh™) =xv(g), Vg heG.
— Autres propriétés :
xv(e) = dim(V),
Xviov, = XV T XV,
XVi@Vy = XVy " XVys

Xvs = Xy-

3.2 Représentation réguliere

Représentation réguliere (Définition 1) Soit G = {e,g1,...,8n—1} un
groupe fini d’ordre n. Soit I'espace de représentation Vyx = C" muni
du produit scalaire hermitien usuel (v|w) = v* - w, Yo,w € Vg. On
associe a chaque élément g; de G un élément ey, de Vi tel que {eg, }
soit une base orthonormée de V. La représentation réguliére (a
droite) Tg : G — GL(C") est définie comme

Tr(g)en = ejg-1, V& hEG. (3.6)
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En mécanique quantique, les éléments
de V sont dénotés avec une notation ket

|v), v € V tandis que les éléments de

I'espace conjugué V* sont dénotés avec
un bra (w|, w € V*. Le produit scalaire
est dans cette notation (w|v) = (w - v).

Pour Z3 = {e,a,a*}, on associe

Alors

e e, =(100),

a—e,=(010),
P=alwe,=(001).
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Par définition, la représentation réguliere consiste en n matrices de
permutation des éléments de la base C".

Pour les groupes finis, la représentation réguliére a une impor-
tance capitale. On montrera plus tard qu’elle contient toutes les
représentations irréducibles de G. Elle permettra de démontrer le
théoreme de Peter-Weyl. Dans ce but, nous allons donner une défini-
tion plus formelle de la représentation réguliere.

On dénote

L(G)

I’espace de fonctions sur G a valeurs complexes. L’ensemble L?(G)
est un espace vectoriel puisque (af + ph)(g) = af(g) + Bh(g),

Vf € L?(G) et Va, B € C. La dimension de L?(G) est n, 'ordre du
groupe puisque toute fonction f est complétement déterminée par
les valeurs (f(g1),...f(gn)) qu’elle prend sur les n éléments g; du
groupe. On a donc en tant qu’espace vectoriel L2(G) ~ C". Une
base est donnée par les fonctions {e, } telles que eg,(g;) = d;;. Tout
f € L?(G) peut étre écrit dans cette base comme

f=Y f(gieg: (7)

8i€G

Représentation réguliere (Définition 2) A tout élément ¢ € G du
groupe G on associe un opérateur linéaire Tr(g) agissant sur les
fonctions f de L?(G) par la relation

TrR(8)f = f3 (3-8)

ot1 la fonction f; € L?(G) est définie par

fo(h) = f(h3g). (3.9)
On vérifie I'